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1.3   标量场的方向导数和梯度 

1．方向导数的定义 

对于定义在某空间上的标量场 

需要研究标量函数  u M 在其中的变化情况 

根据多元函数微分学， 

要了解  u M 沿着 x 轴方向的变化， 

只需要求出  u x y z, ,  关于 x 的偏导数 

想知道  u M 沿着其它任意方向的变化情况？ 
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计算  u M 沿着任意方向的导数 

从标量场中任一点M 0 出发， 

引一条射线 l ， 

在 l 上任取一点 M， 

l 表示从 M0到 M的距离 

u u u ( ) ( )M M0  

若当沿着 l , M M0 时， 

比式 0(M) (M )u uu
l l




 
的极限存在，怎么样？ 
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就称此极限值为 

函数  u M 在点M 0处沿 l 方向的方向导数， 

记作
0M

d
d
u
l

 

o
o o

0
M M M M M

(M) (M )d lim  = lim
d

u uu u
l l l 

 


 
  

方向导数是 

标量函数在M 0处沿方向 l 对距离的变化率， 

它反映了函数  u M 沿 l 方向增减的快慢情况 
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沿坐标轴的偏导数









u
x

u
y

u
z

, , 都是
d
d
u
l
的特例 

当 l 指向 x 轴正方向时，
d
d
u u
l x





； 

当 l 指向 y轴正方向时，
d
d
u u
l y





； 

当 l 指向 z 轴正方向时，
d
d
u u
l z





。 

全导数还是偏导数？（如何理解？分解？） 
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2．方向导数的计算 

在直角坐标系中， 

设标量函数u x y z( , , ) 在点M0 ( , , )x y z0 0 0 处可微， 

则函数u 在点M 0 处沿 l 方向的方向导数存在。 

根据全微分（分解？）概念 

d d d du u uu x y z
x y z
  

  
  

   

得     
d d d d
d d d d
u u x u y u z
l x l y l z l

  
  
  
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3．梯度 

函数u 在M 0 点沿着不同方向的变化率不同 

这个变化率如何随方向改变？ 

哪个方向的变化率最大？ 

最大的变化率又是多少？ 

在直角坐标系中，标量函数的方向导数为 

d d d d
d d d d
u u x u y u z
l x l y l z l

  
  
  

  

d d dcos , cos , cos
d d d
x y z
l l l
       为 l 方向的方向余弦 
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l 方向的单位矢量可表示为 

d d dd
d d

d d d           
d d d

y z

y z

x y z
l l

x y z
l l l

 
 

  

x
l

x

e e ele

e e e
  

cos cos cosy z     l xe e e e  

el 在相应的坐标轴上的投影 

令矢量 G e e e  









u
x

u
y

u
zx y z  
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根据矢量点积计算公式，可以看出 

cos cos cosu u u u
l x y z

   
     

    lG e   

令表示矢量G 与单位矢量 e l 之间的夹角， 

根据矢量点积的计算式，得 

cosu G
l


  

 lG e   

对给定函数和给定点，G 是固定值， 

随着 l 方向改变，变化，方向导数值随之变化 
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当 l 与坐标轴方向一致（如 x 轴）， 

则 x
u u
l x

 
 

 
G e   （方向导数作为偏导数理解） 

当 l 方向与G 方向一致时，方向导数值达到最大， 

最大的方向导数为G 。G 是矢量G 的模 

梯度定义： 

在标量场中任一点 M 处，如果存在矢量G ， 

其方向为u x y z( , , ) 在该处方向导数最大的方向， 

其模 G 是这个最大方向导数值。怎么样？ 
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就称矢量G 为标量场u x y z( , , ) 在点 M处的梯度。 

记为      gradu  G    

显然，在直角坐标系中 

gradu u
x

u
y

u
zx y z   G e e e








  

一个标量场在给定点的梯度 

是对该标量场函数进行梯度运算的结果 

梯度运算是分析标量场的工具 
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沿着梯度的方向，函数u x y z( . , ) 增加得最快 

方向导数等于梯度在该方向上的投影； 表示为 

grad grad cosu u u
l


  

 le   

点 M 处， 

梯度的方向垂直于 

过该点的等值面， 

且指向u 增大的方向 
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方向导数与梯度和等位线的关系
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标量场的每一点都有一个梯度 

它是矢量 

由其构成标量场的梯度场 

标量场的梯度场是矢量场 

 

4．梯度的运算公式 

设C 为空间常数，u 和 v 是空间的两个标量函数， 

根据导数运算规则，可以导出梯度的运算规则： 

    1）gradC  0  
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   2）  grad gradCu C u  

    3）  grad grad gradu v u v    

    4）  grad grad graduv u v v u   

    5）grad grad grad( ) ( )u
v v

v u u v 
1
2  

    6）grad gradf u f u u( ) ( )   

以上各式证明都不难，现仅给出以公式 6）的证明： 

    gradf u f
x

f
y

f
zx y z( )   










e e e  
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   =     f u u
x

f u u
y

f u u
zx y z( ) ( ) ( )








e e e  

    =   






  f u u

x
u
y

u
z

f u ux y( ) ( )








e e e grad  

 例： 标量场  u x z yz zxM    3 2 22 2
。 

试求过 M   0 0 1
2

1( , , ) 点的梯度和梯度的模。 

这样解答？ 
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解  因为  










u
x

x z u
y

z u
z

x y z      6 2 2 2 2 2, ,     

所以  gradu x z z x y zx y z     ( ) ( )6 2 2 2e e e  

G e e e     grad M0
u x y z2 2 2 1

2
1( )  

                            2 2e e ex y z  

          G    2 2 1 32 2
    简单！ 
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梯度部分结束


